IL TEOREMA DELLA MAPPA DI RIEMANN

Queste note sono state scritte durante un corso di dottorato sul “Teorema della
mappa di Riemman”. 1l corso é stato tenuto presso la facolta di matematica di
Ferrara dal prof. Andrea Del Centina nel Giugno del 2008.

Nota Storica

Riemann tenne la sua discussione inaugurale, intitolata "Grundelegen fir eine
allgemeine Theorie der Functionen eine verhandlichen complexen grosse”, mel
1851.

1l teorema della mappa asserisce che ogni regione (aperto connesso) R di C di-
versa da C ¢é biolomorfa al disco unitario Dy (0).

1l teorema non venne provato da Riemann, infatti nella dimostrazione si face-
va uso del principio di Dirichlet. In sequito Weirstrass trovo un controesempio
a questo principio. La prima dimostrazione completa arrivo solo nel 1900 ad
opera di W. Fogg Osgad.

La dimostrazione riportata in queste note é dovuta a P. Koebe che la sviluppo
tra il 1907 e il 1925. 1l teorema di Montel, dimostrato nel 1925, semplifico la
dimostrazione di Koebe.

La dimostrazione fa uso del lemma di Schwarz sulla struttura delle funzioni olo-
morfe del disco, del teorema di Rouché sugli zeri delle funzioni olomorfe e del

torema di Montel sulle famiglie di funzioni olomorfe.

Osserviamo per prima cosa che non puo esistere un biolomorfismo ¢ di C in
D;(0). Infatti p€O(C) ovvero ¢ ¢ intera, inoltre |p(z)|<1 per ogni zeC quindi
¢ limitata, per il teorema di Liouville concludiamo che ¢ é costante. Pertanto
da C in D;(0) non possono esistere biolomorfismi ma solo mappe olomorfe.

Proseguiamo ora con i risultati che porteranno alla dimostrazione del teorema

della mappa.

Lemma 0.0.1. (Schwarz) Ogni funzione olomorfa sul disco D=D (0) tale che
f(0)=0 e [f(z)]<1 per ogni z€ D soddisfa i sequenti fatti:

1. [f(z)|<|z| per ogni z€D;

2. se esiste £€D, £#£0, tale che [f(€)]=[¢] allora esiste AeC, con [A\|=1,

tale che f(z)=Az per ogni 2€D. Notiamo che in tal caso f & una funzione

az+b
cz+d

razionale del tipo f(z)= con ¢c=b=0 ovvero f & una rotazione.

Dimostrazione: Poniamo h(z):f (Zz) e consideriamo lo sviluppo di Taylor

della funzione f olomorfa nel disco nella forma



f(z)=ap+aiz+...4a,2"+..., ora f(0)=a¢p=0 implica che f(z)=aiz+...+a,z"+...

pertanto h(z)=aj+...+a,z" 1 +... & olomorfa in D.

Ora |h(z)|= \fl(zl)l <| - per ogni zeD, da cui max|,|—,|h(z)|<%, 0<r<1 e passando
al limite per r—1 si ha |h(z)|<1 e quindi |{(z)|<|z|.

Supponiamo ora che esista ££0 tale che |f(£)|=|¢| allora |h(£)|=1. Vediamo che
h assume il suo massimo in £€D e per il principio del massimo & costante in D
quindi h(z)=X con |A|=1 e f(z)=\z. O

Teorema 0.0.1. (Rouché) Siano f e g due funzioni olomorfe in una regione
R di C, sia v un cammino differenabile a tratti, semplicemente chiuso (per ogni
z€Int () si che I(y,z)=1), omologo a zero in R (Int(y)CR) e tale che f e g non
hanno zeri su |y|. Se |f(z)-g(z)|<|g(z)| per ogni z€|7y| allora f e g hanno lo stesso

numero di zeri in Int(7y).

Dimostrazione: Poniamo h(z):g 87 allora h ¢ meromorfa in R. Per ipotesi

g non ha zeri si |y e quindi h non ha poli su |y|, esiste allora un intorno aperto
U di || nel quale h é olomorfa. Sappiamo che |f(z)-g(z)|<|g(z)| per ogni z€|v|
e dividendo per |g(z)| si ha |h(z)-1|<1 per ogni z€|y|, ora h & in particolare
continua, pertanto a meno di restringere U possiamo supporre che sia |h(z)-
1|<1 per ogni z€U. Quindi h(U)CD;(1)CC~ pertanto & ben definita in U la

funzione log(h) che ¢ una primitiva di % in U.

h
Ora il cammino 7 ¢ omologo a zero in R e per il teorema di Cauchy si ha
n
2mi f’Y ds=
Notiamo che h'=L" g L9 da cui —/:fTI—%’. Allora

%ﬂf’Yffds Tmf'yg ds=

Da cui

27rzf’Yf ds= 27rzf’Yg ds.

Quindi Z(f)-P(f)=Z(g)-P(g) in Int(v), ma P(f)=P(g)=0 in Int(y). Concludiamo
che Z(f)=Z(g) in Int(~). O

Definizione 0.1. Una famiglia di funzioni  si cointinue in una regione R si dice
normale se ogni successione {f, } in & contiene una sottosuccessione convergente
uniformamente sui compatti.

La famiglia < si dice equicontinua in un aperto R’CR se per ogni f€S e per ogni
€>0 esiste 6>0 tale che per ogni f€< si ha |f(z)-f(w)|<e per ogni z,weR’ con
|z-w|<d.
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La famiglia < si dice locolmente equicontinua in R se per ogni z€R e per ogni

feS esiste un intorno aperto U di z, con UCR tale che f é equicontinua in U.

Definizione 0.2. Una famiglia & di funzioni olomorfe in R si dice limitata in
ACR se esiste M>0 tale che ||f||4<M per ogni feS.
La famiglia & & detta localmente limitata in R se per ogni z€R esiste UCR

intorno aperto di z tale che & é limitata in U.
Ricordiamo ora il teorema di Ascoli - Arzela che sard necessario in seguito.

Teorema 0.0.2. (Ascoli - Arzela) Una famiglia $ di funzioni continue in una

regione R é normale se e solo se sono verificate le seguenti condizioni:
1. la famiglia & é equicontinua in ogni compatto K di R;
2. per ogni z€R esiste un compatto K, tale che f(z)€K, per ogni fe<.

Lemma 0.0.2. Una famiglia S di funzioni olomorfe in una regione R local-

mente limitata in R é anche localmente equicontinua in R.

Dimostrazione: Basta provare che per ogni ¢c€R e per ogni €0 esiste D(¢)CR
tale che |f(w)-f(z)|<e per ogni z,weD(c), dove f€S.
Sia r>0 tale che Da,(c)CR. Per la formula di Cauchy si ha che:

f(w)-f(z) Hd 1.

27rzf§D2T((' ) (E—w) f 27rzf§D2T((') (e— z)d6 27rz f5D2, (¢) (§—w)(E—=

Prendiamo w,z€D,.(c) allora |(£ — w)(£ — 2)|>r?. Pertanto valgono le maggio-

razioni seguenti:

) A< 2 i, o e < a0 <72 Il
Poiche & ¢é localmente limitata in R si ha che
s=sup{||f] |57y con f€}=C<+o0

Possiamo supporre C>0, perché in caso contrario avremo una famiglia di fun-

zioni identicamente nulle. Per concludere basta scegliere Ds(c) con d=min(g&,r).

O

Teorema 0.0.3. (Hirwitz) Sia {f,} una successione di funzioni olomorfe in
R, convergente sui compatti ad una funzione f olomorfa in R. Sia A un aperto
limitato di R tale che ACR e f non ha zeri su §A. Allora esiste un indice ny4 tale
che le funzioni f e f,, hanno lo stesso numero di zeri in A per ogni n>ny4.

In particolare se tutte le f,, non si annullano in R e f non é identicamente nulla

in R allora anche f & priva di zeri in R.
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Dimostrazione: Supponiamo dapprima che A sia un disco D tale che DCR,
ora 6D ¢é semplicemente chiuso e omologo a zero in R, pertanto possiamo appli-
care il teorema di Rouché.

Sia m=min{|f(§) con £€6D}, f non zeri su 6D e quindi m>0. Possiamo scegliere
np abbastanza grande in modo che ||f,-f||<m per ogni n>np.

Allora |£,,(£)-£(&)|<|f(£)| e per il teorema di Rouché f,, e f hanno lo stesso numero
di zeri in D per ogni n>np. Ora se le f,, avessero uno zero su dD per continuita
questo sarebbe uno zero anche per f, ma per ipotesi f ¢ priva di zeri su éD.
Allora le f,, e f hanno lo stesso numero di zeri su D per ogni n>np.

Sia ora A un aperto limitato qualsiasi in R, sappiamo che A & compatto e che
f non é identicamente nulla in R allora f ha un numero finito di zeri z,...,2; in
A. Tali zeri sono discreti quindi possiamo trovare k dischi D1(z1),...,Dx(zx) tali
che D;ND; ¢ vuoto se i#j. Quindi f non ha zeri nel compatto A—Uf:lDi7 allora
esiste n4 tale che f,, non ha zeri in A—UleDi per ogni n>n4. Grazie alla prima
parte della dimostrazione sui dischi Dyq,...,D; concludiamo che f e f,, hanno lo

stesso numero di zeri in A per ogni n>ng4. O

Teorema 0.0.4. (Montel) Una famiglia & di funzioni olomorfe in R é normale

se e solo se & é localmente limitata in R.

Dimostrazione: Supponiamo che < sia una famiglia normale in R. Basta

provare che sup{||f||x con f€S} & finito per ogni K compatto in R. Supponiamo
per assurdo che esista K’ compatto in R tale che sup{||f||x con f€3}=0c0 allora
esiste una successione {f, }CS tale che ||f, ||k "~ =+o0. Per ipotesi di normal-
ita esiste una sottosuccessione {f,,} che converge uniformemente sui compatti

ad una funzione olomorfa f. Abbiamo che:

||f| ‘K’:||f'fn+fn+fm‘fm | ‘K’EanHK"| ‘f‘fm | ‘K"| |fn'fm

K’

per n;—oo gli ultimi due addendi tendono a zero mentre il primo diverge. As-
surdo percheé f é olomorfa su K’ e in particolare limitata.

Viceversa supponiamo che $ sia localmente limitata in R. Allora S é localmente
equicontinua e quindi equicontinua sui compatti, pertanto vale il punto 1) del
teorema di Ascoli-Arzela. Inoltre grazie alla locale limitatezza di & vale anche
il punto 2) del teorema. Quindi il teorema di Ascoli-Arzela ci assicura che &

é
normale. O

Proviamo ora il teorema della mappa di Riemann. La prima parte ¢ un
teorema di unicita di facile dimostrazione. La seconda parte, che prova l’e-

sistenza, richiede invece una dimostrazione molto articolata. Enunciamo prima
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un teorema noto in analisi complessa che da l'equivalenza di sei fatti. Dopo
aver dimostrato il teorema della mappa potremmo aggiungere altre quattro

proposisizioni equivalente ed ottenere cosi il teorema generale di Cauchy.
Teorema 0.0.5. Per una regione R sono equivalenti i seguenti fatti

1. R ¢ omologicamente semplicemente connessa (per ogni v cammino dif-
ferenziabile a tratti in R si ha Int(y)CR);

2. ogni funzione olomorfa in R ¢é integrabile in R;

3. per ogni funzione f olomorfa in R e per ogni ciclo o in R si ha che

I(o,2)f(z) = 1) 4¢ per ogni z€R-|o|;

S 2ndoé—=z

4. per ogni ciclo ¢ in R si ha Int(0)CR,;

5. ogni funzione olomorfa in R e priva di zeri in R ha un logaritmo olomorfo
in R;

6. ogni elemento invertibile in O(R) (ovvero ogni funzione olomorfa priva di

zeri in R) ammette una radice quadrata olomorfa in R.

Teorema 0.0.6. (Della mappa di Riemann) Sia R una regione semplice-
mente connessa R#C e sia c€R. Allora esiste un’unica mappa f olomorfa in R

tale che:

2. '(c)eR e ’(c)>0;
3. f ¢ un biolomorfismo tra R e D1(0).

Dimostrazione: (UNICITA’) Supponiamo che esistano due funzioni f e g con
tali proprieta. Allora la mappa h=fog=!:D;(0)—D;(0) & un biolomorfismo del
disco. Notiamo che h(0)=0 e h’(0)>0.

Per il punto 1) del lemma di Schwarz si ha che |h(z)|<|z| per ogni z€D;(0).
Questo ragionamento vale anche per h=1, pertanto |h=!(h(z))|=|z|<|h(z)|. Deve
essere allora |h(z)|=|z| per ogni z€D1(0).

Allora per il punto 2) del lemma di Schwarz si ha che esiste AcC con |\|=1 tale
che h(z)=Az, da cui h’(z)=A. Allora AéR e A>0 con |A|=1 implica che A=1.
Concludiamo che h=Idp, (o) e quindi f=g.

(ESISTENZA) Sia & una famiglia di funzioni olomorfe in R, g:R—C, iniettive
e tali che |g(z)|<1 per ogni z€R e g’(c)>0. Suddividiamo la dimostrazione in

tre passi.



1. Proviamo che & € non vuota.
Consideriamo un cammino chiuso 7:[0,1]—R e suddividiamolo in due cam-
mini 71:[0,3] =R e 72:[3,1] >R tali che y=71-72. Poiché¢ R ¢ semplice-
mente connessa esiste un omotopia F(s,t) che deforma con continuita 4
in 5. Possiamo scegliere s’ sufficentemente piccolo in modo che il cam-
mino F(s',t)=v" sia abbastanza vicino a 7; cosi che si possa ricoprire i
commini con un numero finito di dischi. Integrando una funzione olomor-
fa lungo le porzioni di cammini contenute in ogni disco e lungo i commini

radiali si trova che

fwf ds:fv,f ds

Procedendo cos si ricava che [ fds=/ fds. Allora
Y1 Y2
[ fds—f fds-[, fds=0

Per lequivalenza di 1) e 2) nel teorema precedente concludiamo che R ¢
omologicamente semplicemente connessa.

Abbiamo provato cosi che 'omotopia implica 'omologia. Grazie al teore-
ma della mappa potremmo affermare che vale anche 'implicazione inversa.
Sia a¢R allora la funzione z-a#£0 in R e quindi ammette una radice quadra-
ta olomorfa in R che denotiamo con r(z)=+/2 — a. Ora r(z) ¢ iniettiva e
non nulla in R, inoltre r’(c):%(c);éo.

Consideriamo r(R), r é continua e quindi mappa connessi in connessi, in-
oltre per il teorema della mappa aperta r(R) & aperto, quindi r(R) ¢ una
regione di C. Notiamo che 0¢r(R) e che esiste 6>0 tale che Dg(r(c))CR.
Allora [r(c)|>d e |r(c)-(-r(c))|<2|r(c)|>d. Consideriamo ora la funzione

8 @) ) (o)
G =5 e ro) o)

r(z)=r(c) Ri-

La funzione G ¢ iniettiva poiché lo ¢é la funzione razionale T

cordando che |r(c)|>$ valogono le seguenti maggiorazioni.

[FS S < (o) - ra S < )]

Allora |G(c)|<1, inoltre G(c)=0 e G7<C):g|‘:£$|)2" >0, quindi GES e § &

non vuota.

2. La famiglia & contiene una funzione f tale che |f’(c)| ¢ massimo tra tutti
i valori |g’(c)| al variare di g in S.

Poniamo M=Sup{|g’(c)| al variare di g in &}. Esiste una successione di
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funzioni {g, } in < tale che |g,(c)| =M per n—oo. Ora per ogni g€S si ha
|g(z)|<1 pere ogni z€R quindi per ogni compatto KCR si ha che Sup{||g||x
con g€} <1 pertanto & & localmente limitata. Per il teorema di Montel &
¢ normale quindi esiste una sottosuccessione {g,;} di {g,} uniformemente
convergente sui compatti di R. Sia feR il limite di tale sottosuccessione.
Chiaramente [f(z)|<1 per ogni z€R, inoltre f(c)=0 e |f’(c)|=M>0. Da
|f’(c)|=M=>0 segue che f non & costante e per il principio del massimo si ha
|f(z)|<1 per ogni z€R. Per provare che f€3 basta provare che f ¢ iniettiva.
Fissiamo {€R e consideriamo g¢(z)=g(z)-g(£) con geS, ge¢(z)#0 in R-{¢}.
La dunzione f(z)-f(£) ¢ il limite delle g¢(z) allora per il teorema Hiirwitz si
ha che (z)-f(€) @ priva di zeri in R-{¢}, quindi f(z)=£(§) se e solo se z=¢

ovvero f ¢ iniettiva.

. Abbiamo provato che esiste una f olomorfa in R, a valori in D (0), iniettiva
tale che f(c)=0 e |f’(c)|>0. Proviamo che f ¢ suriettiva
Supponiamo per assurdo che esista w con |w|<1 tale che f(z)#w per ogni

z€R. Allora la funzione p(z)= 1f_(iw);(1:) ¢ diversa da zero per ogni z€R. Per

6) p(z) ammette una radice quadrata olomorfa in R, sia P(z) tale radice.
Ora f iniettiva implica p iniettiva e quindi anche P é iniettiva. Inoltre

lf(z)|<1 in R implica |p(z)|<1 in R. Infatti se consideriamo la funzione

h(¢)=-=%. Abbiamo che 1 — wWE=0 se e solo se E=1, ma |w|<1 implica

1—w¢ w’?

>1 e quindi h ¢ olomorfa in D;(0). Se [£|=1 ovvero £é=e* allora
El>1eq

| E—w |7 le?? —w| |ei97w\71
T | [ [e=7—] ~ o7

Per il principio del massimo si ha |h(z)|<1 in D;(0) quindi |p(z)|<1 in R,
da cui |P(z)|<1 in R. Si ha che

vediamo che P’(c)#0. Poniamon ora

__|P(e)| P(x)=P(c)
¥(2)="po) 1—P()P(2)’

si ha t(c)=0 e v iniettiva via l'iniettivita della P. Ragionando come si &
fatto per la P si ha che |¢(z)|<1 in R, inoltre da

() =2

2y/|wl

si ha |¢(c)|>M.

Allora €S & questo contraddice la definizione di M come sup delle norme
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degli elementi di . Quindi f é suriettiva.

Abbiamo provato che f:R—D;(0) é biettiva e olomorfa allora esiste f~1:D; (0)—R

anch essa olomorfa. Quindi f ¢ il biolomorfismo cercato.

O

Teniamo presente che nel corso della dimostrazione ¢ stata fondamentale per
due volte 'esistenza di una radice olomorfa.
Possiamo ora dimostrare il teorema generale di Cauchy aggiungendo altri quat-

tro fatti equivalenti ai sei gia noti.

Teorema 0.0.7. (Generale di Cauchy) Per una regione R sono equivalenti

i seguenti fatti

1. R & omologicamente semplicemente connessa (per ogni v cammino dif-
ferenziabile a tratti in R si ha Int(y)CR);

2. ogni funzione olomorfa in R ¢é integrabile in R;

3. per ogni funzione f olomorfa in R e per ogni ciclo ¢ in R si ha che

I(a,z)f(z):%fagdﬁ per ogni zER-|o|;

4. per ogni ciclo o in R si ha Int(c)CR,;

5. ogni funzione olomorfa in R e priva di zeri in R ha un logaritmo olomorfo
in R;

6. ogni elemento invertibile in @(R) (ovvero ogni funzione olomorfa priva di
zeri in R) ammette una radice quadrata olomorfa in R;

7. R=C oppure R ¢ biolomorfa a D;(0);

8. R ¢ omeomorfa a D1(0);

9. R ¢ semplicemente connessa;

10. il complementare R¢ di R in C,, & connesso.

Dimostrazione: L’equivalenza di 1),...,6) ¢ nota.
6)=7) E’ una conseguenza del teorema della mappa.
7)=-8) Se R=C allora R ¢ omeomorfo a D1(0). Se R & biolomorfo a D;(0) allora
in particolare R e D1 (0) sono omeomorfi.
8)=-9) La semplice connessione ¢ una proprieta topologica.

9)=-10) Si ¢ visto che 'omotopia implica 'omologia.

viii



10)=1) Sia R“CC,, connesso. Se R®={co} allora R=C. Supponiamo allora

che sia R#C, vogliamo provare che per ogni v commino differenziabile a tratti

in R si ha Int(7)CR. Questo equivale a provare che se z€RY allora I(v,z)=0.

Osserviamo che co€R® e quindi R & una regione illimitata di C. Ora C=Ext(y)U|y|UInt(y)
e |y|UInt(7y) é limitato, quindi R®CExt(y) e per ogni zER® si ha z€Ext(7).

1)=10) Se R ¢ omologicamente semplicemente connessa allora R & semplice-

mente connessa.

Supponiamo per assurdo che R non sia connesso, allora esistono due aperti

disgiunti e non vuoti A, B tali che R“=AUB. Poiché co€R® possiamo supporre

che co€B e quindi che A sia limitato. Consideriamo
d=min{d(z,w) con z€A e weB}

allora d>0. Suddividiamo ora C attraverso due famiglie di rette parallele al-
d

I’asse reale e all’asse immaginario distanti 7 I'una dall’altra. In questo modo
C risulta suddiviso in quadrati di lato %. Poiché A ¢ limitato solo un numero
finito di questi quadrati Qg,...,Q, intersecano A. Dopo aver orientato i bordi
di tali quadrati in senso antiorario consideriamo il ciclo Y . 8Q;. Osserviamo
che i lati comuni a due quadrati vengono percorsi due volte in senso opposto
pertanto non portano nessun contributo. Possiamo allora considerare Z?:l5Q,-
come un cammino differenziabile a tratti.

Notiamo inoltre che |Z;:15Qi| non & contenuto né in A né in B percio Y, 6Q,;CR.
Poniamo ;" ;6Q; e sia a€A, allora I(,a)=1 ma a€R contraddice il fatto che
Int(y)CR, un assurdo. O

Alcune considerazioni finali: Nelle argomentazioni riportate non é mai
intervenuta nessuna ipotesi sul bordo della regione R, infatti anche se R ha un
bordo estremamente regolare vale teorema della mappa.

Prima della postulazione di Riemann del suo teorema provare 1’esistenza di una
funzione significava esibire in forma analitica o esplicita una funzione con le
proprieta richieste. Nel teorema della mappa si dimostra l’esistenza del biolo-
morfismo senza darlo in modo esplicito. Questo per I’epoca era un elemento di
novita nel pensiero matematico.

Esistono poi generalizzazioni del teorema della mappa nel caso in cui R non sia
connessa, il primo ad occuparsi di questi problemi fu Hiirwitz.

Infine il teorema della mappa permette di trasportare problemi di natura locale

sulle superfici di Riemann sul disco unitario.
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